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Rozwazamy zagadnienie klasyfikacji obiektu opisanego p-wymiarowym
procesem stochastycznym X = (X1, Xa,..., X,) " do jednej z g klas.
Ponadto zaktadamy, ze dysponujemy n-elementowa préba uczaca

{(Xl,Y1), (Xg,yz), R (XmYn)}a

gdzie X1, X2, ..., X, s3 niezaleznymi realizacjami procesu losowego X, a
Y1,Y2,.-.,Yn etykietami takimi, zey; e R9, i =1,2,...,n.

W prezentacji przedstawimy algorytm pozwalajacy na redukcje wymiaru
wektora losowego X z jednoczesnym zachowaniem efektywnosci procedur
klasyfikacyjnych.

Gorecki, Krzysko, Wotynski (UAM)



@ Model danych funkcjonalnych.

@ Funkcjonalna kowariancja odlegtosciowa.

© Funkcjonalny wspétczynnik niezaleznosci HSIC.
@ Algorytm wyboru zmiennych.

© Przyktad.

O Literatura.
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Dane funkcjonalne

Zatézmy, ze X € L5(1), gdzie Lo(/) jest przestrzenia Hilberta funkgji
catkowalnych z kwadratem na przedziale /. Ponadto zatézmy, ze E(X) = 0.

Z powyzszego wynika, ze kazda sktadowa procesu X moze by¢
przedstawiona w nastepujacej postaci:

oo
Xi(t) =D ampon(t), t e,
b=0

przy czym funkcje @1, @2, ... tworza baze w przestrzeni Ly(/).
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Dane funkcjonalne

W praktyce postugujemy sie przyblizong reprezentacja wykorzystujaca
jedynie skonczong liczbe pierwszych funkcji bazowych.

Zatézmy zatem, ze k-ta skfadowa procesu X ma nastepujaca
reprezentacje:

By
Xi(t) =D aupon(t), t e,
b=0

gdzie liczba By decyduje o stopniu gtadkosci funkgeji Xk (im mniejsza
wartos$¢ By tym wiekszy stopien wygtadzania).
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Dane funkcjonalne

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

o= (alo,...,alBl,...,apo,...,apo)T,
o el(t) 0 ... o
(1) = 0" @i(t) ... 0T ,
o' 0" ... @l(1)

gdzie @, (t) = (po(t), p1(t), .-, B (t)", k=1,2,... p.
Uzywajac powyzszej notacji macierzowej, proces X moze by¢ zapisany w
nastepujacy sposéb:

gdzie o e RKHP K =B1 + By + -+ + B,.
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Dane funkcjonalne

Wspotczynniki o = (air,a;—, e ,a;—), o € RBFL szacujemy na bazie n
niezaleznych realizacji x1,Xo, ..., X, procesu losowego X za pomoca

metody najmniejszych kwadratéw, w taki sposéb aby zminimalizowaé
funkcje

Ji
Flaw) =D _(xig — px (tig)an)?,
Jj=1
gdzie dix = (ako, Akly .- akBk)T, k= 1,2, N o B

W rezultacie procesu transformacji n niezaleznych realizacji procesu
losowego X otrzymujemy dane funkcjonalne postaci:

X;(t) = tb(t)a,-,

gdzietel, i=1,2,... n.
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Kowariancja odlegtosciowa

Funkcja charakterystyczna tacznego rozktadu procesu losowego X € L5(/)
oraz wektora losowego Y € RY ma postaé
fx y(I,m) = E{exp[i < 1,X >, +i <m,Y >]}.

Przyjmijmy, ze (Ramsay, Silverman (2005)) wektor funkcji wagowych /
oraz proces losowy X naleza do tej samej podprzestrzeni przestrzeni L5(/),
tzn. funkcja I moze by¢ przedstawiona w postaci

I(t) = ®(t)A,
gdzie A € RK+P.
Zatem
<1, X>,=Na
oraz

&,Y(L m) = fa,Y(Aa m)v

gdzie f, y (A, m) jest funkcja charakterystyczng tacznego rozktadu pary
wektoréw losowych (a, Y).
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Kowariancja odlegtosciowa

Bazujac na pomysle kowariancji odlegtoSciowej pomiedzy dwoma
wektorami losowymi (Székely i inni (2007)), mozemy zdefiniowac
funkcjonalna kowariancje odlegtosciowa pomiedzy procesem losowym X a
wektorem losowym Y jako nieujemnga liczbe dCovy y taka, ze

1 fa,y (X, m) — fo(X) fy (m)|?
2 _ DI 3
dCovixy = o Jux Koprd gl 9N
K+pLq JRK+P+q ||’\||K+p ”qu

gdzie
T (r+1)

2
TG0+ 1)
oraz fy(A), fy(m) sa funkcjami charakterystycznymi rozktadéw
brzegowych.

r
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Kowariancja odlegtosciowa

Dla rozktaddéw o skonczonych pierwszych momentach, funkcjonalna
kowariancja odlegtosciowa charakteryzuje niezaleznos$¢ w taki sposéb, ze
dCovx y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y s3 niezalezne.

Na podstawie wynikéw Székely’ego i innych (2007), mamy

1 n
2 } :
dCOVX Y = 5 Ak/Bk/,
Ly

gdzie
Aw = 3k — a/llk+p, B = Iyk — ¥illgs

S«=a—3 y.=y—y, kl=12_..n.
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Wybér zmiennych

Zaktadamy, ze jedynie pewna liczba sktadowych procesu losowego X ma
wptyw na wektor losowy Y. Wybieramy istotne sktadowe w taki sposoéb,
aby funkcjonalna kowariancja odlegtosciowa dCovyx y = dCov, y byta
duza.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie (Kong i inni (2015))

Niech X,Z € RP | Y € RY oraz zatézmy, ze wektor losowy Z jest
niezalezny od wektoréw losowych (X,Y). Wtedy

dCOV(X,z),y < dCOVx’y .
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Wybér zmiennych

ZastosowaliSmy twierdzenie Konga jako regute stopu w procedurze wyboru
zmiennych. Procedura skfada sie z nastepujacych krokéw:

@ Wyznaczamy brzegowa kowariancje odlegtosciowa dla Xj,
k=1,...,piY.

@ Porzadkujemy zmienne w kolejnosci malejacych kowariancji
odlegtosciowych. Oznaczmy uporzadkowane zmienne jako
X(l), X(2), cen ,X(p). Zaczynamy od XS = {X(l)}

© Dla k od 2 do p, dodajemy X4y do Xs jezeli dCovx, y rosnie o
wiecej niz zadana warto$¢ progowa (¢). Zatrzymujemy procedure w
przeciwnym razie.
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Macierz jadrowa

Niech Z € RP bedzie wektorem losowym. Ponadto, niech
k:RP xRP - R

bedzie rzeczywistg funkcja ciagty, zwang jadrem oraz K = (kj;), gdzie
kij = k(z;i,z;) bedzie macierzg jadrows, i,j =1,2,...,n.

W dalszym ciaggu wszystkie jadra beda jadrami gaussowskimi, tzn.

k(Z,’,Zj) = exp(—)\||z,- *ZJ'||2), A> 0.
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Jadrowy wspétczynnik zgodnosci

Niech X € L5(/) bedzie procesem losowym, x1,...,X, jego niezaleznymi
realizacjami postaci:

xi(t)y=®(t)a;, tel, i=1,2,...,n.
Wtedy
kx (xi,xj) = exp(—A1l|x; — x;]|*) = exp(—A1lla; — aj||?) = ka(ai, a)),

dlai,j=1,2,...,n

Analogicznie, niech Y € RY bedzie wektorem losowym, y1,...,y, jego
niezaleznymi realizacjami.
Wtedy

ky(yi yj) = exp(—Xallyi — yjl?),
dlai,j=1,2...,n
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Jadrowy wspétczynnik zgodnosci

Niech ¢: L5(1) — H, gdzie H jest przestrzenig Hilberta, bedzie
przeksztatceniem takim, ze dla dowolnych x,x" € L5(/):

(B(x), o(x' ) = kx(x,X).

Analogicznie, niech ¥: R — G, gdzie G jest przestrzenia Hilberta, bedzie
przeksztatceniem takim, ze dla dowolnych y,y’ € RY:

(W(y), v(y'))e = ky(y,y')-

Operator kowariancji pomiedzy procesem losowym X, a wektorem losowym
Y definiujemy nastepujaco:

Covx,y = Ex,y[(¢(X) — Ex(4(X))) @ (¢(Y) — Ey (¥(Y)))].
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Jadrowy wspétczynnik zgodnosci

Bazujac na definicji wspdtczynnika niezaleznosci HSIC pomiedzy dwoma
wektorami losowymi (Gretton i inni (2005)), mozemy zdefiniowaé
funkcjonalny wspétczynnik niezaleznosci HSIC pomiedzy procesem
losowym X a wektorem losowym Y jako

HSICx.y = || Covx.y |I%s-

Dla jadra gaussowskiego, HSICx y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y s3
niezalezne.
Ponadto dla jadra gaussowskiego prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Niech X,Z € RP | Y € R9 oraz zatézmy, ze wektor losowy Z jest
niezalezny od wektoréw losowych (X,Y). Wtedy

HSIC(x z).y < HSICxy -
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Jadrowy wspétczynnik zgodnosci

Estymator wspotczynnika zgodnosci HSIC ma postaé:
1 ~ . L.
HSICxy = —5(Kx, Ky)F = tr(KxKy),
gdzie Kx = HKxH, Ky = HKyH oraz H = (I, — 11,1]).

Zatem, w algorytmie wyboru zmiennych, zamiast kowariancja
odlegtosciowa mozemy postuzy¢ sie wspdtczynnikiem HSIC.
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Przyktad

Rozwazmy dane pochodzace ze stron Swiatowego Forum Ekonomicznego
(WEF). Dane dotyczace wskaznikéw socjo-ekonomicznych 115 krajéw z lat
2008-2017. Eksperci WEF podzielili analizowane kraje na pie¢ grup.

W naszych rozwazaniach wzieliSmy pod uwage 12 zmiennych, tzw. filaréw:

1.

—= =
N = o

©ooNo R WwWN

Institutions

Infrastructure

Macroeconomic stability
Health and primary education
Higher education and training
Goods market efficiency
Labor market efficiency
Financial market sophistication
Technological readiness
Market size

Business sophistication
Innovation
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Przyktad

Distanco covarianco.

0s5 060 065 070 075 080 085

;w
Wybrane zmienne:
2. Infrastructure 2. Infrastructure
4. Health and primary education 4. Health and primary education
5. Higher education and training 5. Higher education and training
9. Technological readiness 9. Technological readiness
12.  Innovation 11. Business sophistication
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Ocena poprawnosci klasyfikacji

Baza Fouriera: B, = 5.
Metoda oceny: LOO CV.
Reguta stopu: € = 0.05.

Klasyfikator Wybrane zmienne (5) Wszystkie zmienne (12)
LDA 71,30% 66,09%
kNN (k=1,...,8) 77,39% 71,30%
Naiwny Bayes (normal) 69,57% 65,22%
Naiwny Bayes (kernel) 67,83% 62,61%
Multinom 60,87% 56,52%

Gorecki, Krzysko, Wotynski (UAM)



Bibliography

B

[

GORECKI, T., KRZYSKO, M., WASZAK, t., WOLYNSKI, W. (2014): Methods
of reducing dimension for functional data. Statistics in Transition new series 15,
231-242.

GRETTON, A., BOUSQUET, O., SMOLA, A., SCHOLKOPF, B., (2005):
Measuring statistical dependence with Hilbert-Schmidt norms. In: Algorithmic
Learning Theory (S. Jain, H.U. Simon and E. Tomita, eds.). Lecture Notes in
Computer Science 3734, 63-77. Springer, Berlin.

KONG, J., WANG, S., WAHBA G. (2015): Using distance covariance for improved
variable selection with application to learning genetic risk models. Statistics in
Medicine 34, 1708-1720.

RAMSAY, J.0., SILVERMAN, B.W. (2005): Functional Data Analysis. Springer,
New York.

SZEKELY, G.J., RIZZO, M.L., BAKIROV, N.K. (2007): Measuring and testing
dependence by correlation of distances. The Annals of Statistics 35(6), 2769-2794.

Gorecki, Krzysko, Wotynski (UAM)



