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e Rozwazmy nastepujacy problem dwdch préb zaleznych dla danych funkcjonalnych sformu-
towany w pracy Martinez-Camblor i Corral (2011).

o Zatézmy, ze Xi(t), Xa(t),..., Xn(t), t € [0,2] jest préba ztozona z niezaleznych proce-
séw losowych. Poniewaz t € [0,2], ignorujemy (mozliwy) okres, w ktérym badani nie s3
monitorowani.

e Ponadto przyjmujemy, ze:

Xi(t) = m(t) + ei(t), (1)
gdzie i = 1,2,...,n, t € [0,2] oraz e;(t) jest procesem losowym o $redniej zero i funkcji
kowariancji C(s, t), s, t € [0,2].

e Ze wzoru (1):
Ho : m(t) = m(t +1) Vt € [0,1], (2)

przy Hi : m(t) # m(t + 1) dla pewnego t € [0, 1].
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Statystyki testowe

o Klasyczny test t-Studenta dla dwéch préb zaleznych X; = (X,-71,X,-72)T, i=1,2,...,n
oparty jest na statystyce postaci: _
\v/nDp,

Vi
gdzie D, = n7! Y1 Di = X1—Xa, Di = Xi1 — Xia, i = 1,2,...,n0raz V2 = (n —
1)1 0, (D; — D)2,

e Dla problemu dwdéch préob zaleznych danych funkcjonalnych, Martinez-Camblor i Corral

(2011) oraz Smaga (2017) skonstruowali testy adaptujac licznik statystyki (3) do danych
funkcjonalnych, tj. rozwazali statystyke postaci:

,,—n/(X X(t+1))2d

gdzie X(t) = n~1 30, X(t), t €]0,2].
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Statystyki testowe

e Naturalna, punktowa wersja V,,2 ma postac:
1 & - - N
V23(t) = — D O(Xi(t) = Xi(t+ 1) — X(t) + X(t +1))* = K(t, 1),
i=1
gdzie
K(s,t) =C(s,t) = C(s,t +1) —C(s+1,t) + C(s + 1,t + 1) (4)
s, t € [0,1] jest estymatorem nieobcigzonym funkcji kowariancji
K(s,t) =C(s,t) = C(s,t +1) —C(s+1,t) + C(s + 1,t + 1)
granicznego rozktadu n*/2(X(t) — X(t + 1)) przy prawdziwosci Ho, oraz
A~ 1 n - —
Cls,t) = — D _(Xi(s) = X(s))(Xi(t) = X(2)) (5)

i=1

jest estymatorem nieobcigzonym funkgji kowariancji C(s, t), s, t € [0,2].
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Statystyki testowe

e Punktowa wersja klasycznej statystyki testowej (3) przyjmuje postaé:

n Y Y, 2
(X(t)K(fSH)) telo1]. (6)

e Korzystajac z (6), konstruujemy nastepujace statystyki testowe:

(t + 1))

dt,

{n()_((t) )_<(t+1))2}‘

s
Il
S
ﬁ
=
|
X1
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Metody przyblizania rozktadéw statystyk testowych

Twierdzenie 1

Przy pewnych zatozeniach oraz prawdziwosci hipotezy zerowej, mamy

D, i/o (z(t) H;(zt(’tt;‘ )) dr 2 kzzl)‘kAk’ (7)
{(Z(t) —z(t + 1))2}
K(t, 1) ’

(8)

gdy n — oo, gdzie z(t), t € [0,2] jest procesem gaussowskim o Sredniej zero i funkgji ko-
wariancji C(s,t), s,t € [0,2], A\ > A5 > ... s3 wartosciami wtasnymi funkcji kowariancji
K.(s,t) = K(s, t)/(K(s, s)K(t, t))Y/2, oraz A1, A, ... s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkfadzie 3.
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Metody przyblizania rozktadéw statystyk testowych

Metoda bootstrapu parametrycznego

e Generujemy procesy gaussowskie zp(t), t € [0,2], b=1,2,..., B o zerowej funkgji $redniej
oraz funkgji kowariancji C(s, t), s, t € [0, 2] danej wzorem (5).

o Wtedy p-wartosci maja postaci:
1B 1 _ 1))2
23 / (2(t) — 2t + 1)) )
Bi= \Jo K(t, 1)

l B o (zp(t) — zp(t + 1))2} )
B bgll (te[OF,)l] { K(t, t) >&Eh,

gdzie I(A) jest funkcja indykatorowg oraz ]K(s, t), s,t € [0,1] jest estymatorem danym
wzorem (4).

e Cuevas i in. (2004), Martinez-Camblor i Corral (2011)

tukasz Smaga (WMI UAM) Testy dla dwéch préb zaleznych danych funkcjonalnych Il Kongres Statystyki Polskiej 7 /20



Metody przyblizania rozktadéw statystyk testowych

Przyblizenie typu Boxa dla D,

e Ze wzoru (7), graniczny rozktad D, przy prawdziwosci hipotezy zerowej jest mieszaning
centralnych rozktadéw chi-kwadrat, ktéry to rozktad moze by¢ efektywnie przyblizony za
pomoca przyblizenia typu Boxa (Box, 1954; Smaga, 2017).

e Graniczny rozktad D, przy prawdziwosci Hy jest przyblizany rozktadem ,BX(%, gdzie

1

= tr(K$?), d = ——,

oraz tr(K,) = [3 K.(t, t)dt, K®2(s, t) = [ Ku(s, u)K.(u, t)du, s, t € [0,1].

o P—wartosc ma postac

gdzie § = tr(K®2) i d = 1/tr(K®?).
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Metody przyblizania rozktadéw statystyk testowych

Bootstrap nieparametryczny

e Losujemy niezalezne prébki bootstrapowe X; (1), ;’k(t),...,X,T’k(t), t €10,2], k =
1,2,...,K z oryginalnej probki Xi(t), Xo(t), ..., Xn(t), t € [0,2], ze zwracaniem.

° Wtedy p—wartoéci maja postaci:

1 K 1 ()_(*,k(t)—)_((t)+)_((t+1)_)_<*,k(t+1))2

- ; / <n/ Rk (e 1) dt > @n) ,
l K < n()?*,k(t)_)_((t)_|_)_((t_|_1)_5(*,/((1:_'_1))2} >
K ;;1/ (tE[O?l]{ Rk (t, t) >E&nl,

gdzie X*K(t), t € [0,2] oraz K*¥(s,t), s,t € [0,1] s3 érednig z préby i estymatorem
funkgji kowariancji K(s, t) wyznaczonymi na podstawie prébki bootstrapowej.

e Martinez-Camblor i Corral (2011)
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Metody przyblizania rozktadéw statystyk testowych

Metoda permutacyjna
e Losujemy niezalezne prébki permutacyjne X;/(t), X3'(t),...,X3/(t), t € [0,2], | =
1,2,..., L, gdzie X*'(t) = Xi(t) dla t € [0,2] (z prawdopodobiefistwem 1/2) lub X*/(t) =
Xi(t+1)i X*(t+1)=X(t)dlat€[0,1], i=1,2,...,n.

o Wtedy p-warto$ci maja postaci:

1 & L(X*!(t) = X*=I(t +1))?
L,Z;/(n/o dt>D,,>,

K~/(t, t)
L Yl (Y 3w, 2
1Z/<sup {n(X () - X*'(t +1)) }>8n>,
L= \tepa K*/(t, t)

gdzie X*!(t), t € [0,2] oraz K*/(s, t), s,t € [0,1] sa érednia z préby oraz estymatorem
funkgji kowariancji K(s, t) wyznaczonymi na podstawie prébki permutacyjnej.
e Martinez-Camblor i Corral (2011)
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Symulacje

e Martinez-Camblor i Corral (2011)

o Xi(t) = my(t) + en(t) oraz Xi(t + 1) = my(t) + ep(t) dla t € [0,1], i = 1,2,...,n,
n=15,25,35

o ML my(t) = my(t) = (sin(2mt?)) o 1y(t)

M2 my(t) = (sin(27t?))*fio 1(t), ma(t) = (sm(27rt2))7/[0 1(t)
M3 my(t) = (sin(27rt2))5/[0,1](t), my(t) = (sin(27t? ))3I[0 1]( )

o Rozktad normalny: e;1(t) = 0.5B1(t), e2(t) = pen(t) + 0.5v/1 — p?Bi(t
Rozktad log-normalny: eji(t) = exp(0.5B;1(t)), ( ) = exp(pei( t) + 0.5\/1 — p?Bi(t))
Rozktad mieszany: ej1(t) = 0.5B;1(t), e2(t) = exp(pe,l(t) +0.5y/1 — p?Bjx(t))
gdziei=1,2,...,n, t € [0,1], Bi1 oraz Bjp niezaleznymi standardowymi mostami Browna,
p=20,0.25,0.5,0.75. Funkcje exp(ejj(t)), i =1,2,...,n, j = 1,2 sa scentrowane.

o Trajektorie Xi(t), Xa(t),...,Xn(t), t € [0,2] sa zdyskretyzowane w punktach czasowych
ti,to,...,t, i+ L+ 1,...,t;+ 1, gdzie t;, i = 1,2,...,] sa rbwnomiernie roztozone
w [0, 1] oraz | = 26,101.

e Liczba prob symulacyjnych, bootstrapowych, permutacyjnych wynosita 1000.
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Symulacje
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Empiryczny rozmiar

=26 /=101
en Dn En en @n Sn
n p BT BT PB NB P PB NB P BT BT PB NB P PB NB P
15 000 54 82 80 21 48 150 14 43 60 093 92 31 51 216 17 5.1
025 62 85 83 22 54 141 11 40 68 9.2 94 31 59 209 18 5.1
050 63 82 87 29 54 146 13 43 73 98 101 33 6.0 195 16 5.2
075 70 85 87 36 56 130 19 45 70 87 89 38 6.0 162 1.8 55
25 000 54 58 64 37 51 113 35 55 56 8.1 79 35 52 148 37 6.4
025 54 65 68 37 49 104 33 52 b9 74 75 42 55 146 34 57
050 54 61 67 41 52 98 32 52 66 79 76 48 55 131 3.6 55
075 63 66 68 42 54 98 36 58 63 72 74 46 52 11.7 42 6.
3 000 55 69 68 36 53 100 44 61 56 7.7 80 52 68 119 32 4C¢
025 51 64 64 39 52 88 42 55 6.1 85 85 58 7.0 119 35 5.3
050 51 62 63 37 438 96 49 53 64 80 86 6.1 65 11.7 4.1 55
075 54 64 63 37 56 93 49 65 65 73 72 51 6.0 114 47 6.5

BT - Box, PB - bootstrap parametryczny, NB - bootstrap nieparametryczny, P - permutacje
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Empiryczna moc

=26 /I =101
Cn Dy En Cn Dn En
n p BT NB P NB P BT NB P NB P
15 0.00 163 90 180 123 255 175 9.3 180 85 224
0.25 194 107 205 161 31.8 198 103 206 114 2638

0.50 232 129 237 235 403 241 122 236 163 37.6
075 276 170 275 371 556 291 159 267 326 550
25 0.00 336 29.1 386 454 547 341 309 39.1 422 555
0.25 398 340 444 554 631 420 356 449 522 633
0.50 473 388 487 669 748 491 410 518 669 755
0.75 56.2 46.0 56.0 89.0 926 58.4 476 579 87.8 933
35 0.00 504 503 574 734 775 51.7 48.7 581 689 76.0
0.25 60.4 58.0 652 80.7 84.0 623 580 68.7 819 859
050 716 676 740 909 931 75.7 69.6 77.6 920 947
0.75 818 755 81.6 987 99.0 841 776 841 99.0 99.4

BT - Box, NB - bootstrap nieparametryczny, P - permutacje
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Przyktad ilustracyjny

e Rozwazamy dane dotyczace $miertelnosci cztowieka, ktére sg czesto wykorzystywane do
iloSciowego okreslania stanu zdrowia ludzi zyjacych w réznych krajach i do oceny biologicz-
nych granic dtugowiecznosci. Dane uzyskano z bazy danych Human Mortality Database
(http://www.mortality.org).

e Rozpatrzymy wspétczynniki umieralnosci dla dwéch dekad 1980-1989 i 1990-1999 dla na-
stepujacych 32 krajow: Australia, Austria, Biatorus, Belgia, Butgaria, Kanada, Czechy,
Dania, Estonia, Finlandia, Francja, Wegry, Islandia, Irlandia, Wtochy, Japonia, totwa, Li-
twa, Luksemburg, Holandia, Nowa Zelandia, Norwegia, Polska, Portugalia, Rosja, Stowacja,
Hiszpania, Szwecja, Szwajcaria, Wielka Brytania, Ukraina, USA.

e Koncentrujemy sie na wskaznikach umieralnosci starszych oséb, tj. w wieku od 60 do 100
lat. W pracy Chen i Miiller (2012), $miertelno$¢ dla tych krajéw byta réwniez badana przy
uzyciu analizy sktadowych gtéwnych dla powtarzajacych sie obserwacji funkcjonalnych.
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Przyktad ilustracyjny

e Dla kazdej dekady, obserwowane wskazniki $miertelnoSci mozna traktowacd jako realizacje
pewnego procesu losowego bedacego funkcja wieku (t € [60,100]).

e Obserwacje dotyczace wspdtczynnikdédw umieralnosci przez dwie dekady mozna uznaé za
dwie prébki powtarzajacych sie (zaleznych) danych funkcjonalnych, poniewaz s3 one mie-
rzone wielokrotnie dla réznych krajéw, ktére s3 jednostkami eksperymentalnymi w tym
przyktadzie.

e Tak wiec mamy n = 32 powtarzane obserwacje funkcjonalne mierzone w |/ = 41 punktach
czasowych w kazdym z dwdch przypadkéw (dekad).

e JesteSmy zainteresowani testowaniem réwnosci $rednich funkcji wspétczynnikéw umieral-
nosci w ciggu tych dwdch dziesiecioleci, a to jest problem dwéch préb zaleznych danych
funkcjonalnych.
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Przyktad ilustracyjny

1980-1989 1990-1999 Srednie funkcje

Smiertelose
Smiertehose
Smiertehose

n=32 ¢, BT PB NB P D, BT PB NB P &, PB NB P
65 61 76 5.2 0.0 00 01 0.0 0.0 0.0 =0.0
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Przyktad ilustracyjny

19801989 1990-1099 Srednie funkje
w o w0 w0 100 o 70 w0 w0 100 w0 70 w0 w0 100
w wek w

n=5 ¢, BT PB NB P D, BT PB NB P & PB NB P
0.0 00 0.0 0.0 0.0 00 120 0.0 0.0 11.1 -0.0
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Przyktad ilustracyjny

1980-1989 1990-1999 Srednie funkcje

n=27 ¢, BT PB NB P D, BT PB NB P &, PB NB P
01 01 05 0.0 0.0 00 00 0.0 0.0 0.0 =0.0
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